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1. Введение
В журнале «Популярная Механика» от 2009 года была опубликована статья «Красота повтора», в которой фрактал описан следующим образом:
 «У этого понятия нет строгого определения. Поэтому слово «фрактал» не является математическим термином. Обычно так называют геометрическую фигуру, которая удовлетворяет одному или нескольким из следующих свойств: 

	• обладает сложной структурой при любом увеличении;
• является (приближенно) само подобной;
• обладает дробной хаусфордовой (фрактальной) размерностью, которая больше топологической;
• может быть построена рекурсивными процедурами.»



Попробую расшифровать и пояснить эти свойства.
     Сложной структурой называют структуру, у которой присутствует мелкие детали. К примеру, лист дерева (являющийся примером физического фрактала) представляет собой сложную структуру, где мелкие детали – это прожилки на листе. При увеличении масштаба, у прожилок появляются еще более маленькие прожилки, таким образом сложная структура при увеличении сохраняется.
     Само подобная фигура – это фигура, которая сохраняет свою структуру на разных уровня масштабирования. Тот же самый листок имеет крупные прожилки, расположенные по тому же принципу и тем же рисунком, что и более мелкие.
     Расшифровать понятие хаусфордовой размерности я попробую на примере различных графических изображений выведенных на экран монитора. Точка графического изображения представляет из себя один пиксель. Представим отрезок линии с шириной в один пиксель (одномерный объект). Если мы попробуем увеличить объект в два раза (не меняя его ширину которая останется равна 1 пикселю), то количество пикселей, при помощи которых нарисован этот отрезок, увеличится в 2 раза. Т.е. количество пикселей в отрезке пропорционально длине отрезка(характерному размеру) в первой степени. Теперь представим двумерную фигуру – квадрат. Если мы повторим процедуру описанную с отрезком, т.е. увеличим его в 2 раза количество пикселей в квадрате увеличится в 2^2. Можно сказать, что число пикселей квадрата пропорционально характерному размеру в степени 2. Если мы представим, что мы имели бы трехмерный голографический экран, то рассматривая на нем куб и увеличивая его в 2 раза, мы бы увидели, что количество пикселей куба выросло в 2^3, т.е количество пикселей пропорционально характерному размеру в степени 3.  Из всех этих примеров можно заметить, что размерность всех этих объектов будет равна той степени, в которой увеличивается количество точек при увеличении объекта (прямая линия – степень равна 1, квадрат – 2, куб – 3 и так далее), эта степень и является размерностью объекта. Как уже было выше сказано, размерность фрактального объекта часто является дробной, т.е если увеличить фрактальный объект в 2 раза количество пикселей в нем возрастет как 2 в дробной степени.
     Рекурсивной процедурой, называют процедуру, которая повторяет (вызывает) сама себя. Когда мы говорим о рекурсивно процедуре, мы конечно имеет в виду фракталы, которые строятся при помощи математических расчетов или программных алгоритмов. Представим, что мы рисуем дерево и у нас есть процедура, которая рисует ветку. Первый раз мы вызываем процедуру и рисуем большую ветку, потом вызываем еще раз процедуру и рисуем такую же веточку, но поменьше и так далее. Каждый раз вызывая эту процедуру мы делаем процедуру рекурсивной.
Ученые начали изучать фракталы с 19 века. Причем исследования сперва были в основном чисто математическими. Математики придумывали различные новые процедуры, при помощи которых можно строить фрактальные объекты. Но в конце 20 века, в связи с развитием новых технологий появилось множество исследований физических объектов обладающих фрактальными свойствами.  Такие объекты назвали физическими фракталами. Далее я приведу цитату из того же журнала, но уже о физических фракталах:
«…что общего у дерева, берега моря, облака или кровеносных сосудов у нас в руке? На первый взгляд может показаться, что все эти объекты ничто не объединяет. Однако на самом деле существует одно свойство структуры, присущее всем перечисленным предметам: они само подобны. От ветки, как и от ствола дерева, отходят отростки поменьше, от них – еще меньшие, и т.д., то есть ветка подобна всему дереву. Подобным же образом устроена и кровеносная система: от артерий отходят артериолы, а от них – мельчайшие капилляры, по которым кислород поступает в органы и ткани…».
Основополагающие отличие физических фракталов в том, что их само подобие не бесконечно, и, как правило, заканчивается на нано уровне (т.е. самые мелкие элементы такого объекта имеют размер порядка нанометров, т.е. соразмеряемы с размерами атомов и молекул).

Физические фракталы интересны для изучения тем, что поняв общую закономерность их организации как фрактала, мы сможем представить структуру фрактала на всех уровнях, в том числе на тех, что находится в глубине объекта и которые обычно скрыты от нас и не досягаемы. Поясню это простым примером, если одним из свойств фрактала является само подобие, т.е более мелкие элементы фрактала повторяют более крупные, то рассмотрев в деталях крупные элементы, мы можем по аналогии представить и более мелкие, даже если они уже неразличимы глазом.
    Но вернемся к понятию размерности фрактала. Попытаюсь еще раз дать представление об этой величине уже при помощи понятия физический фрактал.
Всем известно, что наш мир является трехмерным. Это значит, что для задания положения точки в пространстве необходимо три координаты. Все объемные объекты такие, как шар, параллелепипед или скажем человек тоже трехмерны. Если имеется фигура на плоскости - она имеет два измерения, если у нас имеется  отрезок на прямой - у него только одно измерение. Фрактальные объекты могут иметь размерность отличную от целого числа. Это значит что, например, береговая линия Норвегии, которая за счет своей изрезанности является фракталом, имеет размерность находящуюся между 1 и 2. т.е. это что то среднее между линией и фигурой на плоскости.  Поверхность облака представляется из себя фрактал размерность которого лежит между 2 и 3. Более подробно о размерности фрактала будет написано в основной части диплома.
 Существует гипотеза, что фрактальные особенности физического объекта могут отражаться его фрактальной размерности. Т.е., например, у перистых облаков фрактальная размерность одна, а у кучевых - другая. Таким образом, узнав фрактальную размерность объекта, мы можем судить о его свойствах и особенностях. По крайней мере у нас появляется новая возможность классификации таких объектов. Существуют, например, работы в который пытаются анализировать фрактальную размерность космического снимка лесного массива и по ней определять его особенности. Обычно о физических фракталах мы можем судить по фотографии, которая представляет собой графическое изображение на плоскости. Исходя из этого, появляется задача перед исследователями: как можно определить размерность фрактального объекта по его двумерному изображению.
Целью нашей работы является освоить методы анализа и вычисления хаусфордовой размерности двумерного графического объекта, который является изображением реального физического фрактала. 

Для реализации нашей цели мы поставили следующие задачи: 
	• Освоить язык программирования С++ QT для простейшего анализа изображения
• Освоить по клеточный метод анализа фрактальной структуры
• Написать программу для анализа и получения размерности изображений фрактальных структур
• Проверь программу на тривиальных задачах, т.е. протестировать работу программы на простых одномерных и двумерных объектах, а, затем, на простых фракталах.
• Сделать выводы о специфике вычисления размерностей методом клеточного анализа.



2. Фрактальные объекты
В этой главе я дам описание различных видов фракталов и областей, в которых они проявляются. 

2.1 Математические фракталы
Одним из основных свойств фракталов является самоподобие. В математических фракталах оно бесконечно. Можно неограниченное количество раз увеличивать ту или иную фигуру, и каждая ее часть будет содержать в себе информацию о всем фрактале.
Математические фракталы подразделяются на три основных группы: геометрические фракталы, алгебраические фракталы, стохастические фракталы.
Геометрические фракталы
Геометрические фракталы являются самыми наглядными в своем роде. Одним из очень известных двухмерных представлений их в виде ломаной линии.   Смысл заключается в том, что линия представляет собой некий алгоритм, при этом для получения каждого последующего поколения, все звенья предыдущего фрактала необходимо заменить уменьшенным образующим элементом (n=1.).  Этот фрактал называют «звездой Коха».
В машинной графике использование геометрических фракталов необходимо при получении изображений деревьев , кустов, береговой линии. Двухмерные геометрические фракталы используются для создания объемных текстур (рисунка на поверхности объекта). 
Это самая крупная группа фракталов. Получают их с помощью специальных сложных алгоритмов.
Алгебраические фракталы
Изначально, именно такой фрактал был открыт Мандельбротом. Алгебраические фракталы рассчитываются по определенной формуле. При рисовании такого фрактала в каждой точке плоскости рассчитывается некоторое выражение, зависящее от координат точки на плоскости. Если рассчитанное значение меньше определенного числа, точка на плоскости закрашивается скажем черным, а если меньше, то не закрашивается.
Конкретнее, чтобы решить закрашивать или не закрашивать точку с координатами (а,b) многократно рассчитывается следующее выражение:
Xi+1=Xi2-Yi2+a
Yi+1=2*Xi*Yi+b
где 
X0=0
Y0=0
Если после любого расчета (итерации) точка с координатами (x,y) удалена от точки  (а,b) не более чем на 2, то эта точка закрашивается черным. Другими цветами можно раскрашивать точки если точка с координатами (x,y) удалилась от (a,b) на 2 за определенное количество итераций.
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Существую различные методы получения алгебраических фракталов, А.А. Шабаршин, автор статьи «введение во фракталы» пишет о получении фрактальных объектов из фазовых поверхностей:
«Известно, что нелинейные динамические системы обладают несолькими устойчивыми состояниями. То состояние, в котором оказалась динамическая система после некоторого числа итераций, зависит от ее начального состояния. Поэтому каждое устойчивое состояние (или как говорят - аттрактор) обладает некоторой областью начальных состояний, из которых система обязательно попадет в рассматриваемые конечные состояния. Таким образом фазовое пространство системы разбивается на области притяжения аттракторов. Если фазовым является двухмерное пространство, то окрашивая области притяжения различными цветами, можно получить цветовой фазовый портрет этой системы (итерационного процесса). Меняя алгоритм выбора цвета, можно получить сложные фрактальные картины с причудливыми многоцветными узорами. Неожиданностью для математиков стала возможность с помощью примитивных алгоритмов порождать очень сложные нетривиальные структуры».
Поясню основные моменты приведенного отрывка. Представим себе углубление в горизонтальной поверхности, в котором может кататься шарик. Состояние шарика задается тремя координатами и тремя скоростями. Если "вообразить" себе что шарик находится в виртуальном пространстве, в котором имеется 6 взаимно перпендикулярных осей, то в этом пространстве состояние шарика задается одной точкой (три координаты + три скоростные координаты). Это виртуальное пространство и называется фазовым. При движении шарик вычерчивает в фазовом пространстве сложную линию (фазовую траекторию) (которая гуще всего будет переплетаться в центре ямки). Если выделить ,например, зеленым цветом область, в котором шарик будет появляться чаще всего, желтым область в которой шарик будет реже, красной еще реже и т.д., то мы получим шестимерный аналог нижеприведенного рисунка 1. Зеленая область соответствует самому низу ямки. Теперь представим, что на шарик, двигающийся в ямке влияет куча дополнительных сил, которые начинают действовать при определенных обстоятельствах. Учесть влияние этих сил иногда практически невозможно, небольшая неточность в расчете и фазовая траектория уже становится существенно другой. Но рассчитать вероятность нахождения шарика в той или иной точке фазового пространства в этом случае все же возможно. Если раскрашивать разными цветами области с разной вероятностью попадания туда шарика получится фрактальный объект, двумерная аналогия которого отражена на рисунке 2.
Как правило фазовое пространство и вероятность получения того или иного состояния вычисляют при помощи расчета на  компьютере. Именно поэтому автор выше приведенного отрывка говорил о итерационном процессе. 
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                           Рис. 1
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 Рис. 2

Стохастические фракталы
Третьим классом фракталов  являются стохастические фракталы, которые получаются в том случае, если в итерационном процессе (рисования фрактала) случайным образом менять какие-либо его параметры. По этому принципу можно получить изображения  очень похожие на природные объекты - несимметричные деревья, изрезанные береговые линии и т.д. Двумерные стохастические фракталы используются при моделировании рельефа местности и поверхности моря .
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2.2 Физические фракталы 
Я бы хотел рассказать о некоторых физических фракталах, таких как: Космическая пыль, Космический снимок леса, шаровая молния, облака и дым.

Космические пылинки возникают в основном в медленно истекающих атмосферах звезд - красных карликов, а также при взрывных процессах на звездах и бурном выбросе газа из ядер галактик и тп. Во всех процессах образования космических пылинок температура газа падает при движении газа наружу и в какой-то момент переходит через точку росы, при которой происходит конденсация паров веществ, образующих ядра пылинок. Центрами образования новой фазы обычно являются кластеры. Кластеры представляют собой небольшие группы атомов или молекул, образующие устойчивую квазимолекулу. При столкновениях с уже сформировавшимся зародышем пылинки к нему могут присоединяться атомы и молекулы, либо вступая в химические реакции с атомами пылинки , либо достраивая формирующийся кластер. В наиболее плотных участках межзвездной среды, рост пылинки может быть связан с процессами коагуляции, при которых пылинки могут слипаться друг с другом, не разрушаясь при этом. Эти процессы, зависящие от свойств поверхности пылинок и их температур, идут только в том случае, когда столкновения между пылинками происходят при низких относительных скоростях соударений. Таким образом получается фрактальная структура минимальным элементы которой соизмеримыми с размерами первоначальных кластеров, с геометрическими формами, связанными с особенностями этих кластеров.
Не менее интересным фракталом, но крайне мало исследованным,  является шаровая молния. Природные шаровые молнии возникают редко в непредсказуемых местах, исследовать их с помощью приборов не удавалось. Наблюдения очевидцев ненадежны: "от страха глаза велики", т.к. где-то в половине случаев шаровая молния исчезает со взрывом. В лабораторных условиях удавалось получать разряды в газе, похожие на шаровую молнию, но утверждать, что это именно она нет оснований. На русском языке есть несколько книг, в которых описаны наблюдения очевидцев и перечисляются возможные объяснения. Все авторы сходятся в том, что при встрече с шаровой молнией надо вести себя как при встрече с большой злой собакой: все время смотреть на нее и избегать резких движений. С точки зрения теории - основная проблема объяснить большое время жизни шаровой молнии. Одна из наиболее продвинутых теорий предложена в книге Б.М.Смирнова "Проблема шаровой молнии". Основным предположением является то, что шаровая молния - фрактальный объект, образованный случайно соединившимися частичками углерода. За счет фрактальности у этого объекта низкая плотность и очень большая площадь поверхности, что обеспечивает возможность легко передвигаться в воздухе и долго поддерживать энерговыделение при не интенсивном окислении.

Возможно именно с фрактальной структурой шаровой молнии связана та огромная энергия, которая может быть аккумулирована в ней. Если это так, то разгадка причин ее образования откроет для человека принципиально новые возможности для хранения и транспортировки электрической энергии. 

Интересным видом  фракталов являются облака, пар, дым. Кажется, что это просто одноцветная материя, и навряд ли имеющая какую либо фрактальную структуру. На самом деле это ошибочное заблуждение. При увеличении такой материи она будет иметь такой же или схожий вид с изначальной картинкой. Но на сколько долго мы сможем приближать и действительно ли этого сходства хватает чтобы считать эту материю фракталом говорит нам размерность фрактала.

Одна из самых популярных сейчас изучаемых физических фрактальных структур являются структуры полученные при помощи космических снимков. Недавно (2002 г) в России был зарегистрирован патент (номер патента: 2189732) по методам расчета фрактальной размерности космического снимка лесных массивов. Данная методика позволяет обнаруживать участки больного леса.

3. Размерность фракталов. Расчет хаусфордовой размерности графического изображения фрактала
3.1 Размерность фрактала (Хаусфордовая размерность
)
Для начала необходимо разобраться что такое размерность и мера в принципе.

Размер объекта можно померить линейкой. В большинстве случаев размер получается мало информативен. Если мы возьмем треугольник и равнобедренную трапецию (рис.6) и спросим: какая фигура больше, то, если сравнивать высоты - больше треугольник, если ширины — трапеция.

Сравнение размеров может быть информативным если предметы подобны друг другу (рис. 7).Теперь какие бы размеры мы ни сравнили: ширину, высоту, сторону, периметр, радиус вписанной окружности или любые другие, всегда получится, что один треугольник больше другого. Далее мы будем говорить о подобных объектах, поэтому «размер» нам пригодится.

Мера тоже служит для измерения объектов, но она измеряется не линейкой. О том, как именно она измеряется - я расскажу позже, а пока важно сказать, что ее главное свойство для нас заключается в том, что  мера аддитивна. Выражаясь на бытовом языке, при слиянии двух объектов, мера суммы объектов равна сумме мер исходных объектов. Для одномерных объектов мера пропорциональна размеру. Если взять отрезки длиной 1см и 3см, «сложить» их, то «суммарный» отрезок будет иметь длину 4см (1+3). Для не одномерных тел, мера вычисляется по некоторым правилам, которые подбираются так, чтобы мера сохраняла аддитивность. Например, если вы возьмёте квадраты со сторонами 3см и 4см и «сложите» их, то сложатся площади (9+16=25), то есть сторона (размер) результата будет 5см. И слагаемые, и сумма являются квадратами, то есть подобны друг другу и мы можем сравнивать размеры. Оказывается, что размер суммы не равен сумме размеров.

Как раз размерность и позволяет связать меру и размер.

Давайте обозначим размерность — D, меру — M, размер — L. Тогда формула, связывающая эти три величины будет имеют вид: M = LD.

Для привычных нам мер эта формула приобретает всем знакомые обличия. Для двухмерных тел (D=2) мерой (M) является площадь (S), для трёхмерных тел (D=3) — объём (V): S = L2, V = L3
Из всего сказанного нам следует сделать один вывод:  если фигуру уменьшить в N раз (отмасштабировать), то она будет укладываться в исходной ND раз. Действительно, если уменьшить отрезок (D=1) в 5 раз, то он поместится в исходном ровно пять раз (51=5); Если треугольник (D=2) уменьшить в 3 раза, то он уложится в исходном 9 раз (32=9).Если куб (D=3) уменьшить в 2 раза, то он уложится в исходном 8 раз (23=8).Верно и обратное: если при уменьшении размера фигуры в N раз, оказалось, что она укладывается в исходной n раз (то есть мера её уменьшилась в n раз), то размерность можно вычислить по формуле: D = ln(n)/ln(N)

Дробная размерность.

Про дробную размерность обычно рассказывают на примерах различных ломаных. Я обращусь к одному из самых известных математических фракталов, называемым «Звезда Коха».

Из построения и рисунка (рис.8) видно, что «звезду» можно разбить на четыре равные части, при этом размер (скажем, длина исходного отрезка) каждой части будет равен трети размера исходной фигуры. То есть будучи уменьшена в три раза, она уложится в себе четыре раза. Автор статьи пришел к следующему уравнению:
D = ln(4)/ln(3) ≈ 1.26185950714291487419

То есть это уже не просто отрезок или ломаная (длина звезды Коха бесконечна), но и не плоская фигура, полностью покрывающая некоторую площадь. Если мы слегка модифицируем алгоритм построения и будем извлекать не 1/3 отрезка, а 1/9, то ломаная получится более плотной (рис.9).

Какова же её размерность? Теперь фигура уложится сама в себе четыре раза после уменьшения в 9/4 раза, то есть размерность можно вычислить по той же формуле:

Как видите, «плотность» покрытия сразу отразилась на размерности.
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Метод клеточного анализа фрактальной структуры.
Существует два метода поклеточного анализа фрактальной структуры. Первый метод – метод глобального получения размерности является классическим. Он излагается в книге Ричарда М. Кроновера «Фракталы и хаос в динамических системах». 

Первая часть обоих методов идентична и заключается в том, что графическое изображение на котором изображена фрактально-подобная фигура заполняется равными квадратиками и считается количество квадратиков, в которые фигура попала. Потом уменьшается размер квадратика в два раза и повторяется процедура. 
То значение, во сколько раз мы каждый раз уменьшаем квадратик называется коэффициентом масштабирования. На данном этапе у нас имеется размер квадратика изначально и количество квадратиков с фигурой (далее просто квадратики) и аналогичные данные каждой последующий процедуры. Помимо проверки на нахождение фигуры в квадратике, можно проверять, какое пространство она там занимает по процентному соотношению. Это соотношение называется процентом наполненности.
Уменьшат квадратик с каждой итерацией можно в любое количество раз, это значение называется коэффициентом масштабирования. Для удобства я всегда использовал 2.
Следующий шаг – выбор метода. Сначала я расскажу о классическом методе, метод глобального вычисления размерности.
Для того, что бы узнать размерность, нам понадобиться таблица с двумя значениями: размер квадратика и количество квадратиков. Первым делом мы от каждого значения в таблице ищем логарифм по основанию 2. Как описывается в книге, размерностью будет коэффициент наклона графика, который строится по значениям в этой таблице.

Сначала я хотел бы ознакомить вас с методами в общих чертах, более подробно они будут описаны в пункте 3.4.
Принципы работы метода глобального вычисления размерности (интегральный метод).

Метод был полностью взят из книги Ричарда  М. Кроновера «Фракталы и хаос в динамических системах». Он позволяет сразу посчитать приближённую размерность объекта. 
Представим одномерную фигуру: прямую линию. Размерность у такой прямой 1. Попробуем проверить это методом, и получаем верный результат. За счет чего это происходит каждый раз. Когда мы уменьшаем квадратик в два раза, квадратиками заполняется ровно в два раза меньший участок прямой. 
Возьмем прямоугольник размерностью ~ 2. Когда мы начинаем заполнять его квадратиками, то уменьшив квадратики в два раза, квадратиков на одну и ту же площадь придется в 4е раза больше, а не как в случае с прямой.
Фрактальная структура имеет размерность не 1 и не 2.
Описание метода вычисления размерности по 2м соседям (дифференциальный метод).
В первую очередь надо сказать, что в отличии от первого метода, который был полностью взят из книги, то метод анализа по двум соседям был составлен нами, и основная особенность этого метода заключается в том, что возможно следить за изменением размерности (вызванным погрешностью) , находить наиболее точные значения, вычислять размерность по этапам.

В этом методе мы используем лишь количество квадратиков на каждой итерации. Мы считаем логарифм по основанию от значений и создаем новый ряд значений (где каждый элемент является приближенной размерностью к каждому этапу), состоящий из отношения следующего элемента разделенного на произведение текущего элемента и коэффициента масштабирования.
Стоит отметить, что далеко не все данные получившиеся в таблицы на 100% достоверны. Как правило, некоторое среднее значение с достаточно не большим размером квадратиков дает наиболее достоверный результат. Такая погрешность связана с тем, что фрактал имеет бесконечную само подобную структуру, а графическое изображение и физический фрактал вообще ограничены минимальным приделом.
3.3 Реализация метода в среде C++ QT SDK. Алгоритм расчета.
Я использовал C++ QT SDK для написания программы. Nokia QT – это библиотеки для написания приложений и утилит, преимущественно направлена на работу с графикой. Nokia QT SDK – это пакет для разработки приложений на языке С++ и при использовании библиотек QT, в которого также входят Help, отладчик, примеры и QT Designer. QT Designer - это приложение для облегчения создания графического интерфейса. 

Для написания программы нам понадобится работать с изображения и анализировать пиксели. Для этого мы используем классы QT_Image и QT_Point соответственно.  Нам понадобится двумерная матрица для хранения результатов анализа и несколько целочисленных ячеек.

Мы напишем два метода для анализа: первый метод необходим для анализа картинки в целом и второй метод, который позволит оценивать каждый пиксель в отдельности. 

В первом методе мы пишем вложенные циклы, которые бы нам позволяли пройтись по изображению, как по квадратикам, т.е. делаем шаг  у счетчика H. Внутри этих циклов, сначала вводим переменную (далее переменная quantP), которая будет отвечать за количество пикселей типа int (целочисленный тип integer), далее создаем  еще два вложенных цикла, которые у нас будут отвечать за перебор точек в каждом квадратике. Внутри четырех циклов мы вызываем метод два и передаем ему пиксель. После вызова второго метода, мы получим TRUE либо FALSE. Если мы получаем TRUE, то увеличиваем значение в переменной quant на 1. По окончанию двух внутренних циклов мы считаем отношения значений переменной quantP и общего колличества пикселей в квадратике (размер квадратика в квадрате), в случае, если отношения больше либо равно заданному коэффициенту заполненности то увеличиваем в массиве ответов количество квадратиков на 1.  По окончанию всех четырех циклов в массив мы также записываем размер квадратика. 

Второй метод заключается в том, чтобы сравнить цвет переданного пикселя с заданным (я использовал черный). Мы создаем три вложенных условия и анализируем, чтобы численные значения цветов  Red, Green, Blue не отличались более чем на 10 единиц (на случай погрешности) от заданного. Метод возвращает TRUE либо FALSE соответственно в зависимости от результата.

В конце анализа, мы получим два значения в массиве: размер и количество квадратиков. 

3.4 Различные варианты конечного этапа расчета размерности. Интегральный и дифференциальный подход.

После того, как программа отработала и мы получили текстовый файл, содержащий n количество параметров вида (Размер квадратика | Количество Квадратиков ), нам необходимо посчитать размерность. Мы можем использовать два подхода описанных выше: метод глобального нахождения размерности (интегральный подход) и метод вычисления размерности по двум соседям (дифференциальный подход).

Дифференциальный подход. После того как матрицу с нашими значениями мы загрузили в MS Excel, в другом ряду нам необходимо создать новую матрицу значений, которая будет представлять из себя десятичные логарифмы. Для этого мы пишем в в пустой ячейке =log(Адрес первого элемента в матрице). Потом «растягиваем» формулу направо и вниз на необходимое количество элементов. Мы получили новую матрицу. Теперь мы строим диаграмму: выделяем получившуюся матрицу и нажимаем в главном меню вставка -> диаграмма -> точечная. Мы получаем диаграмму, но для получения размерности мы должны построить линию Тренда и получить ее уравнение, для этого мы выделяем точки нашей диаграммы и нажимаем построить линию тренда, в появившемся окне ставим галку рядом с показать график уравнения. Перед нами точеная диаграмма, на которой изображена линия тренда и ее уравнение. Размерностью будет являться модуль от коэффициента, стоящего перед X. 


Интегральный подход. В данном случае нам пригодится не вся матрица, а лишь второй столбец, т.к. нам нет необходимости учитывать количество квадратиков. Каждый элемент второго столбца нашей изначальной матрице имеет некоторый номер i, тогда i+1 будет являться следующим элементом. Нам необходимо создать матрицу, каждый элемент которого будет равен (i+1/i). Пример:


	
	A
	B

	1
	4
	=A2/A1

	2
	12
	=A3/A2

	3
	…
	…




Следующим шагом нам необходимо построить логарифм по основанию 2 от получившихся значений. Логарифм от числа k по основанию n в Excel задается формулой =log(k;n). От получившейся матрицы значений мы строим точечный график, на котором отображено значение размерности на каждой итерации. 
4. Применение расчетного метода определения размерности фрактала к различным графическим объектам

    4.1 Определение программой размерности «тривиальных» (одномерных и двумерных объектов)
Для проверки правильности работы программы необходимо протестировать ее на очевидных (тривиальных) решениях: необходимо попробовать найти размерность у одномерного и двумерного объекта.

В качестве одномерного объекта я использовал прямую линию, толщиной в один пиксель. Теоретически размерность такого объекта равна 1.
Мы проводим вычисления в программе, применяем метод глобального вычисления размерности и строим точечный график. Для определения средней размерности нам нужен угол наклона графика, для чего включаем линию тренда и просим отображать уравнение графика.
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В данном случае размерность приближенно равна единице (1,1663).

Далее попробуем повторить процедуру с двумерным объектом: квадратом.
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В данном случае размерность приближенно равна двум (1,8249). 

Эти две проверки дали нам возможность понять, что программа считает размерность правильно, но с заметной погрешностью. Для того, чтобы понять, где наибольшее отклонение в измерениях мы применим способ анализа по двум соседям к тому же квадрату и построим график зависимости размерности от итерации.
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Мы видим, что наибольшая точность достигается при средних значениях, где размер квадратика достаточно маленький. 

    4.2 Определение размерности псевдо фрактальных объектов.
Псевдо фрактальный объект можно нарисовать самому. В теории, при применении клеточного анализа фрактальной структуры на псевдо фрактальный объект мы должны получить данные сначала приближенные к данным, которые мы получаем при анализе фрактальной структуре, но конечный результат должен стремиться к целому числу. Это связано с конечностью объекта, восприятием программой как двумерного (или одномерного, но очень редко).
Если попробовать оценить графическое изображение фрактальной структуры, то оно (фотография физического объекта, или сгенерированная система) является псевдо фрактальным объектом, из-за присутствующих в нем фрактальных свойств одновременно с конечностью объекта.

5. Заключение
Метод клеточного анализа фрактальной структуры далеко не всегда дает точный результат. 
Во-первых, погрешность измерения обратно пропорциональна разрешению. Т.е., чем меньше размер квадратика, тем больше точность измерения. Это обусловлено тем, что двумерные фрактальные объекты состоят из двух элементов: границы и внутренности, где один из составляющих является либо одномерным либо двумерным объектом. Одним из наиболее наглядных примеров может являться фрактал Мандельброта, у которого фрактальная граница и двумерная (имеющая не фрактальную размерность 2) внутренняя составляющая.
Во-вторых, Если объект имеет периодическую структуру (фрактальную) , то его размерность никогда не будет стремиться к целому числу. Если объект не имеет фрактальной структуры, то при маленьком масштабе у него будет дробная размерность (что свойственно фракталу), но при увеличении масштаба, его размерность будет стремиться к двойке или единице.
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